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Les équations de chague phase pure sont

connues...
L
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Chaque phase pure obéit aux equations d’Euler ou de Navier-Stokes.
Mais quelles sont les équations du milieu moyen ?

Plus précisément celles de chaque phase moyennée.



On ne peut pas résoudre ces équations
a I'échelle de chaque bulle ou goutte

K

Dans 1m® de mélange il y a typiguement 10 gouttes ou bulles. Si chaque
goutte nécessite 1000 mailles en 3D il n'y a pas d’ordinateur assez puissa%nt.
Actuellement les meilleurs calculateurs arrivent a traiter 10° mailles.



La méthode d’homogénéisation procede en trois €tapes
principales

1) Sélection de la phase a I'aide de la fonction caractéristique.
2) Prise de moyenne sur le volume de contréle de mélange.

3) Détermination de certaines grandeurs interfaciales a I’aide
de la seconde loi de la thermodynamique.



Selection de la phase

On multiplie ’équation de la masse par la fonction indicatrice.

X, (% + div(pﬁ)j =0

Immeédiatement:

X, (% ¥ div(pkﬁk)j =0

On fait entrer Xk dans les dérivées:
oX.p,  0X,
ot < ot

+div(X, p,u,)—p.u,.grad(X, ) =0

X, =—-0.grad(X, )

. 0X,
Mais, atk +0.grad(X,)=0 donc,



0X, P, _ 0X,
ot < ot
0X, P,

+div(X, p,u, ) —p.u,.grad(X, ) =0

+p, O0.grad(X, ) +div(X,p,u, ) —p,u,.grad(X, ) =0

PP 4 div(X,p,5,)+p, (0-1, )-grad(X,) =0

0X,P +div(X,p,u, ) =p, (ﬁk - 6) grad(X, )

I.a condition d’interface
réapparait.



Moyenne volumique

On prend la moyenne volumique de I’équation précédente:

1 ¢ 0X . . 1 .
) ( aktpk +dw<kakuk>jd = j p, (T, —6).grad(X,)dV

A%

On a ainsi 3 intégrales a calculer:

I = _1 - 0X, P, 1V
Vy ot

I, = l div(X, p,u, }dV
VV

I, = _1 P, (*k—ﬁ).grad(Xk)dV
VV



jaxkpk 1V Calcul de la premiére intégrale
)

j kpdej car le volume du mélange est fixe dans le temps.
v

1ix
v
I = aﬂ{ J‘ o, dV] Mais par définition de la moyenne dans la phase k:

— j pdV
A\
0(V, , . . Vi
I, = % pk On définit alors la fraction volumique: O, = v
0
[ =
1 at ( kpk)




Calcul de la deuxieme intégrale

L, .
I, = v i div(X, p,u, dV o A

A
\

|\> |4

1 _
L=y | X,p, 1, fidS
S

L

!

Ne pas confondre n et n, .

S

1 - -
L, = D(kakuk 1) e dS + _[ (Xip,T, ), dS}
S

1 - .o
[, = (pkuk.n)entrée dS+ j (pkuk.n) _dS

(pkuk )sortie ds B j (pkuk )entrée dS—,

k Sk



1
IZ = SxL SJ‘ (pkuk )sortie ds _SJ‘ (pkuk )entrée ds

Détinissons les moyennes surtaciques:

— 1
Py = S _‘- (pkuk)ds

k S,

Alors,

1 - -
Iz - S X L |:(Sk pKUk )sortie - (Sk pkuk )entrée jl

S, —— S, ——
—_ (Sk pkUK jsortie ) (Sk pkUK jentrée

I, =
L
Sk

En définissant les fractions surfaciques 3, =—- on a finalement

(Bk pkuk) | _(Bk pkuk) ,
Iz — sortie L entrce




Calcul de la troisieme intégrale

1 L
= v l o} (uk —G) grad(X, )dV

Or, dA, =—grad(X, ).n, dV
n, dA, =—grad(X, )n,.n,dV
n, dA, = —grad(X, )dV

—jpk n «dA; On pose, mepk(G—ﬁk).ﬁk
= VJ‘ m,dA, S1 mk est supposé constant autour de
Y chaque bulle ou goutte dans le volume
de controle,
L = Almk

11



En regroupant les trois termes

Q(G r) )+ (kakuk)sortie _(kakuk)entrée — Almk

o " L \%

En passant 2 la limite L — 0* B - a, fOOf
d (O( 0 ) + 0a, p,u, _ Am, On a ainsi I’équation de masse
ot. ax V moyennée pour la phase k.

En sommant les €quations des deux phases

0, _ _ a(alplul +O(2p2u2) A;(m, +m,)
_(Glpl +G2p2)+ = =
ot 0x \Y%

LLa masse du mélange est conservée.

0




Importance de l'aire interfaciale spécifique %

Gparticules = 001 p ar exemple
4 5
—TR’.N
V p° " part
Gparticules == = 3
\Y% \Y%
A, 4TR°N
\Y% \Y%
2
Donc, A, 4TR_.N_.
v__ v _3 A, _39,
a 4 R V R
P gﬂRi.Npm P P
. V . A
C0n81dér0ns,Rp =10 "m (encens, spays moteurs diesel, ...) 2L =30 000m?2

3 terrains de foot dans 1 métre cube de mélange.... 13



Equation du mouvement moyennée

X, (a% +div(pi xii) + grad(p)j =0

0X, P,y +div(X,p.u, xu,) +grad(X,p, ) =p,u, (0, —0).grad(X, ) +p,grad(X, )

da,pu, 00 (Pui+p) _ e,
kaf‘zk k 4+ Yk pkan Px — VJ‘([\)kuk(()'—uk),nk —pknk)dAI

A

da. p.u. da, (pu’+p,) 1 L
kafzk k4 9P Bxk Py _VJ.(mkuk_pknk)dAI

A

Par la suite, pour des raisons de simplicité, on supprime le transfert de masse. 14



0a, p,u, 0(1 (pkuk T pk
dA,
at aX j pkn
S L
I .
&’ VvV

Distinguons les interfaces internes au volume de controle de celles qui sont sur
les bords de maille.

Les premieres sont des surfaces fermées alors que les secondes sont ouvertes.
Pour les surfaces internes (fermées):

l _[ —p.n,dA; =0 pour des raisons de symétrie
V AI,inteme
Il reste, | { B -
v j P dA; = _V j P dA, + j P dA,
Al bord | Al bord entrée Al bord sortie i




1 . 1
;AI'[ d —p ., dA; = ;

1 1
— —p,.n,dA, =—
vV AI_[ d P A4 SxL

1 . 1
. _[ P dA; = ——

j pn,dA, + j pn,dA,

| AI ,bord ,entrée

AI ,bord ,sortie

| AI ,bord ,entrée AI ,bord ,sortie

—

[pIAI,sortie - pIAI,entrée :| 1

A/ A, SxL
1 .
VAI_[ d —p ., dA; =P,

BI,sortie Bl,entrée I

L

j pI{dAI+ '[ pI(_T)dAI

pr est le méme en entrée et
en sortie puisque dans le
volume de controle V les
variables de chaque phase

sont uniformes. 16



Equation du mouvement moyennée

0a, P U, +auk(pku12< +I_)k) 1

ot

2 4 —
aak pkuk + auk (pkuk + pk ) p Bl,sortie BI,entrée
|

0x

ot

En passant a la limite

0x

v

J

A

_pkﬁdeI

L0

Bk _’ak

oa, p,u, + aak(pkui +Ek)

ot

0x

=Py

da,
0x

17



Equation d’énergie moyennee

X, (agtE +div(pE + p)u)j

0X

E, . .. ~ < _a i

; L +div(X, (pE, +p,)t, ) =p.E, (i, —0).grad(X,) +p, T, grad(X,)
da, p. E, +aakak(pkEk +Ek) _1
ot 0x \Y

j (pkEk (G—u,).n, —p, akﬁk )dAI

A

oa, p.E, 9o, uk(p.E, +p,) 1
x ox =y [ (mB-p s, A,

A

Pour des raisons de simplicité, on supprime a nouveau le transfert de masse. 18



00, p,E, , 90, uk(P,E, +p,)
ot 0x

1 -
= _gi p, U, dA,

En suivant la méme raisonnement que pour le membre de droite de
’équation du mouvement, on obtient:

oa, p,E, + aakak (PE, +I—)k) =pu, oa,
ot 0x 0x

On a maintenant les 3 équations de bilan pour chaque phase.

19



Equations de bilan des phases

0at, P, _I_aakpkuk _
ot 0x
00, P, u, + d0, (P +p,) =p oa,
ot ox ' ox
oa,p.E, n oo, u, (B,E, +p,) =pu, oa,
ot ox 0x

La conservation du mélange est assurée:

o(a,p, +a,p,) L 0Py, +0,p,u,)

=0
ot ox
o(a,pu, +0,p,u,) + O(0,pu; +0,p, +0,p,u; +0,p,) _ 00, +al, _
ot ox ox
a(alplEl +(X2p2E2) a((11111(p1]—:41 +P1) +0(2112(sz2 +P2)) 0(11 +(X2 _

+ =p,u =0
P ox s W



Combieny atil dinconnues?

00, p, | 90, Py _

ot 0x
00, P, u, + d0, (P +p,) =p oa,
ot 0x b ox
da,p. E, N oa,u, (PE, +p,) _ pu, oa,
ot 0) 0x

Nécessité d’une équation

G .
1°

Prs U5 Pys Ek; 4 inconnues, mais 3 relations

. + équation d’état.
pI , uI | \

2 variables a déterminer en fonction des
autres variables du dessus.

Le guide que nous allons suivre est la
seconde loi de la thermodynamique.

21



Combieny atil dinconnues?

00, p, | 90, Py _

ot ox
0, P, u, + aak(pkui +p,) =p oo,
ot ox ' ox
0o, p E, +aakuk(pkEk +p,) —bu %
ot o0x Pith Ox Nécessité d’une équation d’évolution

supplémentaire. (une seule équation

.  8%& car O, ¥, =1 )
a,;

Pi Wi P By | | |
\ 4 inconnues, mais 3 relations

P> U \ + équation d’état.

2 variables a déterminer en fonction des
autres variables du dessus.
Le guide que nous allons suivre est la

22
seconde loi de la thermodynamique.



